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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Reihenentwicklung:
Leiten Sie eine Reihenentwicklung fiir die Funktion g(z) =Arctan(z) her, wobei diese
Funktion die Relation
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erfiillt. Benutzen Sie dabei, dass ﬁ als geometrische Reihe darstellbar ist, und be-
stimmen Sie die Reihenkoeffizenten.

g(0) =0 (1)

Aufgabe 2 (10 Punkte+5 Zusatzpunkte)
Bewegung in einem Medium mit Reibungskraft:
Das Sinken eines Steins in Wasser kann durch die Gleichungen
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beschrieben werden. Hierbei beschreibt Fyy < 0 die Differenz zwischen Schwerkraft und
Auftrieb und —cv die Wasserwiderstandskraft. Ferner wihlen wir den Koordinatenur-
sprung an der Wasseroberfléiche, und v < 0 fiir eine abwiirtsgerichtete Geschwindigkeit.
Der Stein fillt zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer Anfangsgeschwindigkeit v(0) = v < 0
ins Wasser.

a) Zeigen Sie, dass v, die Endgeschwindigkeit ist. (1 Punkt)
b) Berechnen Sie v(t) als Funktion von t. (2 Punkte)
c) Berechnen Sie z(t) als Funktion von ¢. (1 Punkt)

d) Was ist das asymptotische Verhalten von z(¢) in den Bereichen ¢ — 0 und ¢ — oo?
(Hinweis: e * ~ 1 —a fiir a € 1, und e * ~ 0 fiir a > 1). (2 Punkte)

e) Skizzieren Sie die Funktionen v(t) und z(t) fiir festes ve < 0 und die folgenden
drei verschiedene Werte fiir vo: (i) vo1 = e, (ii) vo2 = 0 und (iii) vo3 = 2v,.
(2 Punkte)

f) Ein Apfel ist leichter als Wasser, und deshalb gilt wenn einen Apfel ins Wasser
fallt Fo > 0 (das heifit ve > 0). Nach einer Zeit t,, erreicht der Apfel den tiefsten
Punkt z,, im Wasser, und nach einer Zeit ¢y erreicht der Apfel wieder die Was-
seroberfliche. Skizzieren Sie v(t) und z(t) fiir den Fall vg = —v,, und deuten Sie
auf beiden Skizzen an, wo t; und t,, liegen. (2 Punkte)

g) Zusatzaufgabe: Berechnen Sie t,,, und z,,. Driicken Sie die Geschwindigkeit des
Apfels bei t = t; durch ¢; aus (vereinfachen sie den Ausdruck indem Sie die
Bedingung z(ty) = 0 in v(t = ;) einsetzen), und zeigen Sie, dass die Ungleichung
T(1+ %) >ty > T% gilt. (5 Zusatzpunkte)



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Freier Fall im Schwerefeld:
Ein Meteor fillt aus dem Weltall radial zur Erde. Sein Abstand zum Erdmittelpunkt
sei 7(t), und seine Gesamtenergie sei E = 0.

a) Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir r(¢) an und leiten Sie aus dieser (durch
Multiplikation mit 7*) den Energieerhaltungssatz her. (2 Punkte)

b) Finden Sie hieraus 7 als Funktion von r, und bestimmen Sie (durch Separation
der Variablen) die Funktion r(t), fiir » > R = Erdradius und Anfangsbedingung
r(0) = 79. (2 Punkte)

Aufgabe 4 (6 Punkte)
Schacht durch die Erde:
Nehmen Sie an, es bestiinde ein senkrechter Schacht, der durch den Erdmittelpunkt
bis an die gegeniiberliegende Seite der Erde (Masse M, Radius R) fiihrt. Im Abstand r
vom Erdmittelpunkt wirke auf einen Stein der Masse m im Schacht eine Kraft F(r) =
—Gmri]‘f(”, wobei M (r) die Masse “unterhalb von r” sei, d.h. die Masse einer Kugel
mit konstanter Dichte und Radius 7.

a) Vernachlissigen Sie zunéchst den Luftwiderstand. Zeigen Sie, dass ein Stein, der
mit Anfangsgeschwindigkeit vg = 0 in den Schacht f&llt, harmonische Oszillatio-
nen durchfiihrt, und finden Sie die Frequenz wg. Geben Sie mittels Formel und
Skizze (Herleitung wird nicht verlangt) die Funktion r(¢) an. (3 Punkte)

b) Beriicksichtigen Sie nun den Luftwiderstand mit einer Reibunsgkraft der Form
—2m~yv, wobei v unabhiingig von r ist. Es gilt v > wg. Wie weit fillt der Stein?
Geben Sie die Losung r(t) explizit fiir die Anfangsbedingungen r(0) = R, 7#(0) =0
an. (3 Punkte)

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Greenfunktionen:
Betrachten Sie die Differentialgleichung
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die fiir eine vorgegebene Funktion p(x) das Verhalten der Funktion ¢(z) bestimmt.

a) Die Greensche Funktion G(z) der Differentialgleichung erfiillt (3) mit p(z) = §(z).
Bestimmen Sie die Konstanten B und b in folgendem Ansatz fiir G(z):

G(;[;) _ Be_blwl - B [0(_$) ebm + G(IE) e—bm] . (4)

wobei 8(z) =1 fiir z > 0 und 6(z) = 0 fiir z < 0 ist. (4 Punkte)

b) Bestimmen Sie nun mit Hilfe von G(z) die Funktion ¢(z) in dem Bereich z > a
fiir den Fall p(z) = po 6(z + a) 8(a — x). (2 Punkte)



