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Aufgabe 1: Vektoren [5]

Gegeben sind die Vektoren
i=(1,-32) b=(241).

b lasst sich in eine Parallel- und eine Senkrechtkomponente (EH +b 1) beziiglich 7 zerlegen. Be-
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Aufgabe 2: Bewegung im Potential [10]

rechnen Sie b | .

Losung:
b= B =F- " a= (

Probe bestitigt - b, = 0.

Ein Teilchen der Masse m bewege sich im R3 im Potential (B, Vo, o = const.,r = |7])

v =82 (2)"2(2)] +w.

r

Bestimmen Sie fiir die Gesamtenergie E = Vj und den Drehimpuls L = ry,/2mp die Winkelge-
schwindigkeit der Radialbewegung am dufSeren Umkehrpunkt der Trajektorie.

Losung: Am Umkehrpunkt steckt die gesamte Energie im effektiven Potential, weil es keine kine-
tische Energie in 7 Richtung gibt. Weiterhin soll E = V;, gelten, also

3 o 12 ro 7 L2 7’%
EIVO:ﬁ{Z(?) _2(7) }+VO+2mr%r_2:Veff(r)'

Vo hebt sich weg. Nach Einsetzen des gegebenen L hebt sich auch der Faktor B heraus. Es bleibt
nach Mulitplikation mit (r/7y)'? die Gleichung

5 10
()4 (2)" o
4 ro 1o
mit den Losungen (r/79)° = 1+ 1/2. Damit ist der duere Umkehrpunkt bei . = (3/2)1/°ry.
Wegen L = mr?¢ ist die Winkelgeschwindigkeit am Umkehrpunkt ist ¢ = L/ (mr%). Einsetzen

von ry und L ergibt
_v2  [B1
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Aufgabe 3: Kleine Auslenkungen [8]

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich im eindimensionalen Potential
V(x) = Vpsin(kx) .

Wie lautet die Frequenz w der Oszillation des Teilchens fiir kleine Auslenkungen um eines der
Minima des Potentials?

Losung: Fiir kleine Auslenkungen um den Ruhepunkt konnen wir das Potential entwickeln. We-
gen der Periodizitdt des Potentials ist die resultierende Bewegung um alle Minima gleich und
wir wiéhlen beliebig das Minimum bei xg = —7. Fiir die Taylorentwicklung benétigen wir die
Ableitungen des Potentials

V'(x) = kVycos(kx), V" (x) = —k*Vpsin(kx) .
Damit erhalten wir die Entwicklung um xg

1 1 1
vugzavpgy+ﬁwegxx+@+§y%—@@+gﬁ+~-

1
= —VO + Ekzvo(x -+ g)2 .

Aus dem Koeffizienten des quadratischen Terms, k?Vj, erhalten wir die gesuchte Frequenz w =
k+/Vy/m der Oszillation des Teilchens um das Minimum.

Aufgabe 4: Kraft und Arbeit [9]
Wir untersuchen ein Kraftfeld (« = const.)
F7) =a(y,zx).

Wie grofs ist die Arbeit, die gegen das Feld aufgebracht werden muss, um eine Punktmasse auf
einem Kreis mit Radius R in der x—y—Ebene einmal um den Ursprung zu bewegen?

Losung: Wir berechnen die Arbeit mit dem Wegintegral

W = —/ F.ds.
Kreis

Den Kreisweg in der x—y Ebene parametrisieren wir am einfachsten mit dem Polarwinkel ¢,
S(¢) = R(cos ¢,sin ¢,0). Fur das Integral berechnen wir daraus per Kettenregel ds' = 3—id(p =
R(—sin ¢, cos ¢, 0). SchliefSlich parametrisieren wir auch die Kraft mit den Parametern des Weges,
E(5(¢)) = aR(sin 9,0, cos ¢). Damit erhalten wir

2 Rsin ¢ —Rsin ¢ 2
W = —/ o 0 - | Rcosg dq):och/ sin pdg = amrR? .
0 Rcos ¢ 0 0%,_/
7T



KIT- WS§2011/12 Theo A 3

Aufgabe 5: Rotation [6]
Gegeben ist das Kraftfeld (¢, k = const.)
Y
’ Zp/z .

Finden Sie Werte fiir die Konstanten c und p so, dass die Rotation des Feldes verschwindet.

F=u (k sin(kx),

N | O

Losung: Wir berechnen die Rotation komponentenweise,

oF,  OF,

B 7 = (=) rt o
V X F = aai;_%ix =u 0-0 = 0
of, _ oF 0-0 0
ox ay
Die x~Komponente kann offenbar mit p = 4 und ¢ = —1 zum Verschwinden gebracht werden.
Aufgabe 6: Oszillator mit dufSerer Kraft [24+7+3=12]

In x-Richtung bewege sich ein ungeddmpfter harmonischer Oszillator mit Frequenz wy. Von au-
3en wirkt die Kraft

=

E(t) = foeM cos(wt) % (fo,A,w >0 € R = const.).
(a) Wie lautet die Bewegungsgleichung?
(b) Losen Sie die Bewegungsgleichung.

(c) Wie lauten Amplitude und Phase des fiir At > 1 dominierenden Teils der Losung?

Losung:
(a) Der ungeddmpfte harmonische Oszillator mit einer dufieren Kraft gentigt der Differential-
gleichung (ag = fo/m)

At

i + whx = ag e cos(wt)

_ %0 (e(A+iw)t +e(A—iw)t> ‘

(b) Die Losung x(t) = xj,(t) 4 x5(t) setzt sich zusammen aus der bekannten Lésung der homo-
genen Gleichung
xp(t) = Ag cos(wot + ¢o)

und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Die Konstanten Ay und ¢y miissen
durch (hier nicht spezifizierte) Anfangsbedingungen festgelegt werden.

Fiir die spezielle Losung machen wir einen Ansatz mit den gleichen Exponentialfunktionen
wie in der Inhomogenitét,

xs(t) — Ae(/\—i—iw)t + Be(A—iw)t )
A, B erhalten wir durch einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung,

A((M - iw)? + w3)eM Ot L B((A — iw)? + wf)eM W)t = %0 (e()‘“‘*’)t + e()‘*i“’)t> .
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Die beiden Exponentialfunktionen sind voneinander unabhingig, daher machen wir einen
Koeffizientenvergleich und finden

{1()/2 B — {1()/2

A= , :
(A +iw)? + wi (A —iw)? + wi

Fiir die spezielle Losung erweitern wir zum gemeinsamen Hauptnenner und erhalten

(ag/2) e

t) =
% (1) (W3 + A% — w?)2 + 41202

[((w% + A% — w?) = 2idw) e
+ (W + A% — w?) + 2iAw) e*i“’t] .

Den Term in der eckigen Klammer schreiben wir mit dem Faktor 1/2 in sin wt und cos wt

um,

ag eM

(w3 + A2 — w?)2 + 4722

xs(t) =

[(w% + A% — w?) cos wt + 2Aw sin wt} .

Schliefdlich interessieren wir uns fiir die physikalische Fragestellung nach Amplitude und
Phase der Anregung. Fiir grofie At wird die homogene Losung vernachlédssigbar und wir
bekommen lediglich den anwachsenden Term der speziellen Losung. Dazu schreiben wir
x;(t) mit Hilfe der Identitat

Acos(wt + @) = A(cos ¢ cos wt — sin ¢ sinwt) = a cos wt + Bsin wt

um. Wir lesen ab « = Acos @ und B = —Asin ¢, so dass tan ¢ = —B/a und A? = a2 + p2.
Damit bekommen wir die spezielle Losung

ag eM

xs(t) = cos {wt arctan 2Mw }
s - - 2, 12 0 7
V(@R + A2 — )2 + 47202 w§ + A% — w?

von der wir Amplitude und Phase direkt ablesen kénnen.

Ya1—46 = 50

Mit der folgenden Aufgabe erwerben Sie Bonuspunkte!
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Aufgabe 7: Kurve [24+241+4+5=10]

Gegeben ist eine mit dem dimensionslosen Parameter ¢ parametrisierte Kurve im IR?

2 2
= (=4+t—1=——t—1).
() (2+ a )
Berechnen Sie

(a) den normierten Tangentenvektor f,

)
(b) die Kriimmung x,
(c) den Radius p des Kriimmungskreises,
)

(d) die Lange s(t) der Kurve vom Punkt f = 0 aus gemessen (die Integration soll ausgefiihrt
werden).

Losung:

(a) Wir erhalten durch differenzieren die Geschwindigkeit 7 = (t + 1,t — 1) mit dem Betrag

7] = V2v/1 + 12, also

- Foo(t+1,t—1)
7 V2V

(b) Wir verwenden x = |df/ds|. Mit Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion kénnen
wir ¥ umschreiben als x = % / %. Wir berechnen zunéchst

a1 (\/1+t2\/1272(t+1) \/1+t2\/1t+7t2(t1)>

NG 1+ 2 ’ 1+ 12

dt V2

_ 1 <1+t2—t(t+1) 1+t2—t(t—1))_(1—t,1+t)
V2V1 + 12 1412 ’ 1412 \/5(1+tz)% '

Die Bogenldnge s(t) erhalten wir durch Integrieren des Geschwindigkeitsbetrages; ds/dt ist
dann der Betrag der Geschwindigkeit, den wir schon in (a) berechnet haben, ds/dt = |¥| =

V2v/1 + £2. Damit ist
o |di/ds
o |dt/ dt

(c) Der Radius des Kriimmungskreises lautet p(t) = 1/x = v/2(1 + tz)%.

2 1 1
— — K= ———.
2(1+12)3 V2(1 +12)3

2 (A=t 1+1)
| 2(1+12)2
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Abbildung 1: Graph von 7(t) (gedrehte Parabel), mit Kriimmungskreisen bei t = 0 und t = 2.

(d) Die Lange der Kurve von t = 0 aus gemessen ist

s(t):/Ot|?|dt:/0t\/§\/1+t2dt.

Wurzelhaltige Integrale werden am besten mit einer trigonometrischen Substitution gelost.
In diesem Fall bietet sich jedoch wegen 1 + t? die Substitution t = sinh x an, weil v/1 + 2 =

V14 sinh? x = V/cosh? x = cosh x und dt = cosh x dx. Damit bekommen wir
1 1
/\/1 +2dt = /coshzxdx = Z/ (e* —Fe_’c)2 dx = A_L/ (ezx +e +2> dx

1 e2x e—2x 1, .
= (7 - +2x> =1 (sinh(2x) + 2x) .

Fiir die Riicksubstitution sollten wir das Ergebnis durch sinh x ausdriicken. Es gilt

1

sinh(2x) = E(ezx —e ) = Z(e"+e ¥)(e¥ —e¥) = 2sinhxcoshx

= 2sinhxy/1 +sinh®x,
/\/1+t2 - % (t\/1+t2—|—Arsinht> .

Damit erhalten wir die gesuchte Lange der Kurve

N[~

also

s(t) = % (t\/l + 12 —|—Arsinht> .



